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4. Hashing
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Capitolo 4: Hashing

Esercizio 4.1

Ricordiamo che una funzione hash  h: U →  {0, 1, …,  m-1} è detta  perfetta se per ogni coppia di chiavi 
distinte x e y, si ha h(x) ≠ h(y). 

1. Scrivere  un algoritmo per  il  calcolo di  una funzione hash perfetta  in  cui  l'insieme universo sia  
costituito da sequenze di cinque caratteri scelti tra i seguenti: 'A', 'C', 'T', 'G' e il valore di  m sia 
minimo possibile.

2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo di cui al punto precedente.

Soluzione.  Innanzitutto osserviamo che ci sono 45 possibili  chiavi, quindi  m=45=1024. Quindi dobbiamo 
mappare una chiave in un numero compreso tra 0 e 45-1 = 1023. L'idea è quella di considerare ciascuna 
chiave come un numero in base 4, dove le “cifre” del nostro sistema di numerazione sono A=0, C=1, T=2 e  
G=3. Sia  K[1..5] l'array di 5 caratteri  che contiene la chiave. La funzione hash perfetta calcola il valore  
dell'espressione seguente:

h(K) = 44 K[1] + 43 K[2] + 42 K[3] + 41 K[4] + 40 K[5]

dove supponiamo che le operazioni aritmetiche vengano svolte sostituiendo ai caratteri i numeri da 0 a 3,  
come riportato sopra. h(K) rappresenta il valore decimale che corrisponde alla stringa K, interpretata come se 
fosse un numero in base 4. L'algoritmo per valutare l'espressione h(K) può essere scritto in questo modo:

algoritmo HASHDNA( array K[1..5] di caratteri ) → int
int risultato := 0;
int c; // cifra corrente
for i:=1 to 5 do

if (K[i] == 'A') then
c := 0;

elseif (K[i] == 'C' ) then
c := 1;

elseif (K[i] == 'T') then
c := 2;

else
c := 3'

endif
risultato := risultato *4 + c;

endfor
return risultato;

Il  costo computazionale  dell'algoritmo è O(1).  Infatti  l'algoritmo consiste in un ciclo il  cui  corpo viene  
eseguito sempre e solo 5 volte, e il costo di ciascuna iterazione è O(1). Si noti che la dimensione dell'input è  
fissa e pari a 5. 

Esercizio 4.1
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8. Grafi
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Esercizio 8.1.1

Capitolo 8: Grafi

Esercizio 8.1

Si consideri un grafo non orientato G=(V, E) in cui a ciascun nodo vÎV è associato un peso reale w(v) (che 
puo' essere positivo o negativo). Un cammino <v1, v2, ... vk> si dice monotono se w(v1) < w(v2) < ... < w(vk). In 
altre  parole  in  un  cammino monotono i  pesi  dei  nodi  attraversati  devono essere  in  ordine  strettamente 
crescente. 

1. Dimostrare che se <v1, v2, ... vk> è un cammino monotono, allora è aciclico
2. Descrivere un algoritmo efficiente che,  dato in input un grafo non orientato  G=(V,  E)  con nodi 

pesati, e due nodi s, dÎV, restituisce true se e solo se esiste un cammino monotono che inizia dalla 
sorgente s e termina nella destinazione d. L'algoritmo deve anche stampare i nodi che compongono 
tale cammino (i nodi possono essere stampati nell'ordine v1, v2, … vk oppure nell'ordine inverso vk, vk-

1, … v1)
3. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo descritto al punto 2, motivando la risposta

Soluzione.  Supponiamo per assurdo che il cammino monotono <v1,  v2, ...  vk> contenga un ciclo, cioè che 
esistano interi 1 ≤ i < j ≤ k tali che il cammino possa essere scritto come <v1, … vi, … vj, … vk>, e <vi, … vj> 
sia un ciclo (ossia, vi = vj). Poiché il cammino iniziale è monotono, lo sarà anche il sottocammino <vi, … vj>. 
Quindi deve essere:

w(vi) < w(vi+1) < … < w(vj) = w(vi)

da cui si conclude w(vi) < w(vi) il che è assurdo.

Per quanto riguarda l'algoritmo che identifica se esiste un cammino aciclico che parte da s e termina in d, è 
possibile utilizzare una banale variazione dell'algoritmo di visita in profondità come segue.

algoritmo CAMMINOMONOTONO( grafo G=(V, E), nodo s, nodo d ) → bool
foreach v in V do

v.mark := false;
endfor
return CAMMINOMONOTONORIC(G, s, d);

algoritmo CAMMINOMONOTONORIC( grafo G=(V, E), nodo s, nodo d ) → bool
s.mark := true;
if ( s == d ) then

print d;
return true;

else
foreach nodo x adiacente a s do

if ( x.mark == false && w(s) < w(x) ) then
if ( CAMMINOMONOTONORIC(G, x, d) ) then

print s;
return true;

endif
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Esercizio 8.1.2-3

Capitolo 8: Grafi

Esercizio 8.1

Si consideri un grafo non orientato G=(V, E) in cui a ciascun nodo vÎV è associato un peso reale w(v) (che 
puo' essere positivo o negativo). Un cammino <v1, v2, ... vk> si dice monotono se w(v1) < w(v2) < ... < w(vk). In 
altre  parole  in  un  cammino monotono i  pesi  dei  nodi  attraversati  devono essere  in  ordine  strettamente 
crescente. 

1. Dimostrare che se <v1, v2, ... vk> è un cammino monotono, allora è aciclico
2. Descrivere un algoritmo efficiente che,  dato in input un grafo non orientato  G=(V,  E)  con nodi 

pesati, e due nodi s, dÎV, restituisce true se e solo se esiste un cammino monotono che inizia dalla 
sorgente s e termina nella destinazione d. L'algoritmo deve anche stampare i nodi che compongono 
tale cammino (i nodi possono essere stampati nell'ordine v1, v2, … vk oppure nell'ordine inverso vk, vk-

1, … v1)
3. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo descritto al punto 2, motivando la risposta

Soluzione.  Supponiamo per assurdo che il cammino monotono <v1,  v2, ...  vk> contenga un ciclo, cioè che 
esistano interi 1 ≤ i < j ≤ k tali che il cammino possa essere scritto come <v1, … vi, … vj, … vk>, e <vi, … vj> 
sia un ciclo (ossia, vi = vj). Poiché il cammino iniziale è monotono, lo sarà anche il sottocammino <vi, … vj>. 
Quindi deve essere:

w(vi) < w(vi+1) < … < w(vj) = w(vi)

da cui si conclude w(vi) < w(vi) il che è assurdo.

Per quanto riguarda l'algoritmo che identifica se esiste un cammino aciclico che parte da s e termina in d, è 
possibile utilizzare una banale variazione dell'algoritmo di visita in profondità come segue.

algoritmo CAMMINOMONOTONO( grafo G=(V, E), nodo s, nodo d ) → bool
foreach v in V do

v.mark := false;
endfor
return CAMMINOMONOTONORIC(G, s, d);

algoritmo CAMMINOMONOTONORIC( grafo G=(V, E), nodo s, nodo d ) → bool
s.mark := true;
if ( s == d ) then

print d;
return true;

else
foreach nodo x adiacente a s do

if ( x.mark == false && w(s) < w(x) ) then
if ( CAMMINOMONOTONORIC(G, x, d) ) then

print s;
return true;

endif
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da cui si conclude w(vi) < w(vi) il che è assurdo.
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algoritmo CAMMINOMONOTONORIC( grafo G=(V, E), nodo s, nodo d ) → bool
s.mark := true;
if ( s == d ) then
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Esercizio 8.3

108 Capitolo 8: Grafi BOZZA

endif
endfor
return false;

endif

Il costo computazionale è esattamente quello di una normale visita in profondità, ossia O(n+m).

Esercizio 8.2

Considerare il grafo non orientato seguente, in cui gli archi in grassetto indicano uno spanning tree:

1. Lo  spanning  tree  può  essere  ottenuto  mediante  una  visita  in  profondità  del  grafo?  In  caso 
affermativo  specificare  il  nodo  di  inizio  della  visita,  e  rappresentare  il  grafo  mediante  liste  di  
adiacenza in modo tale che l'ordine in cui compaiono gli elementi nelle liste consenta all'algoritmo 
DFS di produrre esattamente lo spanning tree mostrato.

2. Lo spanning tree può essere ottenuto mediante una visita in ampiezza del grafo? In caso affermativo 
specificare il nodo di inizio della visita, e rappresentare il grafo mediante liste di adiacenza in modo 
tale che l'ordine in cui compaiono gli elementi nelle liste consenta all'algoritmo BFS di produrre  
esattamente lo spanning tree mostrato.

Esercizio 8.3

Considerare il seguente grafo non orientato:

1. Gli  archi  in  grassetto  possono rappresentare  un albero  di  visita  ottenuto  mediante  una  visita  in 

profondità del grafo? In caso affermativo specificare il nodo di inizio della visita, e rappresentare il  
grafo mediante liste di adiacenza in modo tale che l'ordine in cui compaiono gli elementi nelle liste  
consenta all'algoritmo DFS di produrre esattamente l'albero mostrato.

2. Gli  archi  in  grassetto  possono rappresentare  un albero  di  visita  ottenuto  mediante  una  visita  in 

ampiezza del grafo? In caso affermativo specificare il nodo di inizio della visita, e rappresentare il  
grafo mediante liste di adiacenza in modo tale che l'ordine in cui compaiono gli elementi nelle liste  
consenta all'algoritmo BFS di produrre esattamente l'albero mostrato.

Soluzione. La risposta è affermativa in entrambi i casi. Per la visita in profondità si può ad esempio partire  
da A oppure B. Per la visita in ampiezza si può partire ad esempio da F. 
In entrambi i casi (al di là del nodo di partenza, che è differente per la visita DFS e BFS) si può ottenere  
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D
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F G

H
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1. Gli archi in grassetto possono rappresentare un albero di visita ottenuto 
mediante una visita in profondità del grafo? In caso affermativo specificare 
il nodo di inizio della visita, e rappresentare il grafo mediante liste di 
adiacenza in modo tale che l'ordine in cui compaiono gli elementi nelle liste 
consenta all'algoritmo DFS di produrre esattamente l'albero mostrato. 

2. Gli archi in grassetto possono rappresentare un albero di visita ottenuto 
mediante una visita in ampiezza del grafo? In caso affermativo specificare 
il nodo di inizio della visita, e rappresentare il grafo mediante liste di 
adiacenza in modo tale che l'ordine in cui compaiono gli elementi nelle liste 
consenta all'algoritmo DFS di produrre esattamente l'albero mostrato. 
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Esercizio 8.4

109

l'albero di mostrato nel testo utilizzando, ad esempio, la seguente rappresentazione con liste di adiacenza:
Naturalmente altre soluzioni corrette erano possibili. 

Esercizio 8.4

Si consideri un grafo orientato G=(V, E) con n nodi, numerati da 1 a n. Il grafo è rappresentato mediante una 
matrice di adiacenza. 

1. Scrivere un algoritmo per calcolare l'indice di un nodo avente grado uscente massimo (ossia l'indice 
di un nodo avente massimo numero di archi uscenti).

2. Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto.

Soluzione. La soluzione consiste nel cercare l'indice della riga avente il maggior numero di valori 1. In altre 
parole:

algoritmo TROVANODO( array M[1..n, 1..n] di int ) → int
int imax := 1; // nodo con grado uscente max
int gmax := 0; // valore del grado max
for i:=1 to n do

int g := 0; // grado uscente del nodo corrente
for j:=1 to n do

g := g + M[i, j];
endfor
if ( g > gmax ) then

gmax := g;
imax := i;

endif
endfor
return imax;

Si noti che l'esercizio chiedeva di restituire  l'indice del nodo di grado massimo,  non il  valore del grado 
massimo. Quindi  restituire  il  valore  di  gmax sarebbe stato  sbagliato.  Il  costo asintotico dell'algoritmo è 
Θ(n2). 

Esercizio 8.5

È dato un grafo non orientato  G=(V,  E), non necessariamente connesso, e un vertice  s Î V. Scrivere un 
algoritmo che restituisca il numero di nodi che fanno parte della componente connessa di cui fa parte s

Soluzione.  È sufficiente usare un algoritmo di visita (in ampiezza o profondità, a scelta) con una minima  
modifica. Vediamo la soluzione che usa la visita in ampiezza
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5. Divide-et-impera
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Capitolo 5: Divide et Impera

Esercizio 5.1

Si consideri il seguente problema: dato un array A[1..n] di n ≥ 1 valori reali non ordinati, restituire il valore 
minimo in A.

1. Scrivere un algoritmo ricorsivo di tipo divide et impera per risolvere il problema di cui sopra; non è 
consentito usare variabili globali.

2. Calcolare la complessità asintotica dell'algoritmo proposto, motivando la risposta;
3. Dare un limite inferiore alla complessità del problema, nell'ipotesi in cui l'algoritmo risolutivo si basi  

solo su confronti. Giustificare la risposta.

Soluzione. L'algoritmo può essere descritto come segue:

algoritmo MINDIVIDEETIMPERA( array A[1..n] di double, int i, int j ) → double
if ( i > j ) then

errore: vettore vuoto
if ( i == j ) then

return A[i];
else 

int m := FLOOR( ( i + j ) / 2 );
double v1 := MINDIVIDEETIMPERA(A, i, m);
double v2 := MINDIVIDEETIMPERA(A, m+1, j);
if (v1 < v2) then

return v1;
else

return v2;
endif

endif

I parametri  i e  j indicano rispettivamente l'indice del primo e dell'ultimo elemento (estremi inclusi) in cui 
effettuare la ricerca. La prima invocazione dell'algoritmo quindi sarà MINDIVIDEETIMPERA(A,1,n). È importante 
osservare che l'algoritmo richiede tassativamente che il vettore sia non vuoto, cioè  n ≥ 1, e restituisce un 
errore nel caso venga invocato con i > j. Se  n ≥ 1 tale condizione non si verificherà mai, cioè la ricorsione 
termina sempre con un vettore composto da un singolo elemento.
La complessità asintotica si ricava risolvendo la seguente equazione di ricorrenza:

T (n)={c1 se n≤1

2T (n /2)+c2 altrimenti

Applicando il Master Theorem (caso 1), la soluzione è T(n) = Θ(n).
Per ricavare un limite inferiore, è sufficiente considerare che un qualsiasi algoritmo basato su confronti deve 
necessariamente considerare ogni elemento dell'array  A almeno una volta (altrimenti  se viene saltato un 
elemento, questo potrebbe essere il minimo e l'algoritmo non sarebbe corretto). Quindi il limite inferiore alla  
complessità del problema è Ω(n).

Esercizio 5.1.1
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Capitolo 5: Divide et Impera
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double v2 := MINDIVIDEETIMPERA(A, m+1, j);
if (v1 < v2) then

return v1;
else

return v2;
endif

endif

I parametri  i e  j indicano rispettivamente l'indice del primo e dell'ultimo elemento (estremi inclusi) in cui 
effettuare la ricerca. La prima invocazione dell'algoritmo quindi sarà MINDIVIDEETIMPERA(A,1,n). È importante 
osservare che l'algoritmo richiede tassativamente che il vettore sia non vuoto, cioè  n ≥ 1, e restituisce un 
errore nel caso venga invocato con i > j. Se  n ≥ 1 tale condizione non si verificherà mai, cioè la ricorsione 
termina sempre con un vettore composto da un singolo elemento.
La complessità asintotica si ricava risolvendo la seguente equazione di ricorrenza:

T (n)={c1 se n≤1

2T (n /2)+c2 altrimenti

Applicando il Master Theorem (caso 1), la soluzione è T(n) = Θ(n).
Per ricavare un limite inferiore, è sufficiente considerare che un qualsiasi algoritmo basato su confronti deve 
necessariamente considerare ogni elemento dell'array  A almeno una volta (altrimenti  se viene saltato un 
elemento, questo potrebbe essere il minimo e l'algoritmo non sarebbe corretto). Quindi il limite inferiore alla  
complessità del problema è Ω(n).

Esercizio 5.1.2-3

Capitolo 5: Divide et Impera

Esercizio 5.1

Si consideri il seguente problema: dato un array A[1..n] di n ≥ 1 valori reali non ordinati, restituire il valore 
minimo in A.

1. Scrivere un algoritmo ricorsivo di tipo divide et impera per risolvere il problema di cui sopra; non è 
consentito usare variabili globali.

2. Calcolare la complessità asintotica dell'algoritmo proposto, motivando la risposta;
3. Dare un limite inferiore alla complessità del problema, nell'ipotesi in cui l'algoritmo risolutivo si basi  

solo su confronti. Giustificare la risposta.

Soluzione. L'algoritmo può essere descritto come segue:

algoritmo MINDIVIDEETIMPERA( array A[1..n] di double, int i, int j ) → double
if ( i > j ) then

errore: vettore vuoto
if ( i == j ) then

return A[i];
else 

int m := FLOOR( ( i + j ) / 2 );
double v1 := MINDIVIDEETIMPERA(A, i, m);
double v2 := MINDIVIDEETIMPERA(A, m+1, j);
if (v1 < v2) then

return v1;
else

return v2;
endif

endif

I parametri  i e  j indicano rispettivamente l'indice del primo e dell'ultimo elemento (estremi inclusi) in cui 
effettuare la ricerca. La prima invocazione dell'algoritmo quindi sarà MINDIVIDEETIMPERA(A,1,n). È importante 
osservare che l'algoritmo richiede tassativamente che il vettore sia non vuoto, cioè  n ≥ 1, e restituisce un 
errore nel caso venga invocato con i > j. Se  n ≥ 1 tale condizione non si verificherà mai, cioè la ricorsione 
termina sempre con un vettore composto da un singolo elemento.
La complessità asintotica si ricava risolvendo la seguente equazione di ricorrenza:

T (n)={c1 se n≤1

2T (n /2)+c2 altrimenti

Applicando il Master Theorem (caso 1), la soluzione è T(n) = Θ(n).
Per ricavare un limite inferiore, è sufficiente considerare che un qualsiasi algoritmo basato su confronti deve 
necessariamente considerare ogni elemento dell'array  A almeno una volta (altrimenti  se viene saltato un 
elemento, questo potrebbe essere il minimo e l'algoritmo non sarebbe corretto). Quindi il limite inferiore alla  
complessità del problema è Ω(n).
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Esercizio 5.5.1

69

ricorsiva, si calcolano le posizioni iniziali  d1 e  d2 del secondo e terzo sottovettore, rispettivamente. Fatto 
questo,  il  sottovettore viene implicitamente scomposto in  A[i..d1-1],  A[d1..d2-1] e  A[d2..j],  e l'algoritmo 
invocato  ricorsivamente  su  ogni  parte.  Il  calcolo  di  d1 e  d2 è  fatto  in  modo  tale  da  garantisce  il 
comportamento corretto dell'algoritmo anche quando A[i..j] è composto da 3 oppure 2 elementi.
Il costo computazionale soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

T (n)={ c1 se n≤1
3T (n /3)+c2 altrimenti

che in base al Master Theorem ha soluzione T(n) = Θ(n)

Esercizio 5.4

Si consideri un array  A[1..n] composto da  n numeri interi; l'array  A è ordinato in senso non decrescente. 
Scrivere  un  algoritmo  divide  et  impera per  decidere  se  l'array  contiene  oppure  no  elementi  duplicati. 
Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto. Secondo voi l'algoritmo potrebbe essere reso 
asintoticamente più efficiente?

Soluzione. L'algoritmo  ESISTONODUPLICATI( A, i, j ) restituisce  true se e solo se esistono valori duplicati nel 
sottovettore A[i..j]

algoritmo ESISTONODUPLICATI( array A[1..n] di int, int i, int j ) → bool
if ( i ≥ j ) then

return false;
else

int m := FLOOR( ( i + j ) / 2 );
return ( A[m] == A[m+1] || ESISTONODUPLICATI(A,i,m) || ESISTONODUPLICATI(A,m+1,j) );

endif

Nel caso in cui il sottovettore A[i..j] sia vuoto o contenga un singolo elemento (cioè quando i ≥ j), l'algoritmo 
restituisce  false, in quanto non possono esistere duplicati. Se il sottovettore contiene più di un elemento, 
l'algoritmo restituisce true se e solo se una delle tre seguenti alternative è vera:

1. I due elementi A[m] e A[m+1] “a cavallo” delle due metà di A[i..j] sono uguali; oppure
2. Esistono duplicati nel sottovettore A[i..m]; oppure
3. Esistono duplicati nel sottovettore A[m+1..j]

In base al Master Theorem, l'algoritmo ha costo  T(n) =  Θ(n).  Qualsiasi algoritmo deve necessariamente 
esaminare tutti gli elementi almeno una volta nel caso peggiore; quindi ogni algoritmo risolutivo per questo 
problema richiederà Ω(n) nel caso peggiore.

Esercizio 5.5

Una inversione in un array V[1..n] di n numeri reali è una coppia di indici i, j tali che i < j e V[i] > V[j]. 
1. Scrivere un algoritmo iterativo che dato un array V calcola il numero di inversioni presenti in V in 

tempo O(n2).
2. Scrivere un algoritmo divide-et-impera che dato un array V calcola il numero di inversioni in tempo 

O(n log n).  Suggerimento: considerare un algoritmo simile a MERGESORT; in particolare, la fase in  

cui si combinano i risultati parziali può essere implementata in modo simile alla operazione merge  

di MERGESORT.

Soluzione.  Iniziamo  proponendo  la  soluzione  meno  efficiente,  richiesta  al  punto  1.  L'idea  è  quella  di 
confrontare tra di loro tutti gli elementi V[i], V[j] con i<j, e contare quanti di loro sono nell'ordine “errato”.

algoritmo CONTAINVERSIONINONEFF( array A[1..n] di double ) → int 
int inv := 0; // numero di inversioni
for i := 1 to n-1 do
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Esercizio 5.5.2

69

ricorsiva, si calcolano le posizioni iniziali  d1 e  d2 del secondo e terzo sottovettore, rispettivamente. Fatto 
questo,  il  sottovettore viene implicitamente scomposto in  A[i..d1-1],  A[d1..d2-1] e  A[d2..j],  e l'algoritmo 
invocato  ricorsivamente  su  ogni  parte.  Il  calcolo  di  d1 e  d2 è  fatto  in  modo  tale  da  garantisce  il 
comportamento corretto dell'algoritmo anche quando A[i..j] è composto da 3 oppure 2 elementi.
Il costo computazionale soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

T (n)={ c1 se n≤1
3T (n /3)+c2 altrimenti

che in base al Master Theorem ha soluzione T(n) = Θ(n)

Esercizio 5.4

Si consideri un array  A[1..n] composto da  n numeri interi; l'array  A è ordinato in senso non decrescente. 
Scrivere  un  algoritmo  divide  et  impera per  decidere  se  l'array  contiene  oppure  no  elementi  duplicati. 
Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto. Secondo voi l'algoritmo potrebbe essere reso 
asintoticamente più efficiente?

Soluzione. L'algoritmo  ESISTONODUPLICATI( A, i, j ) restituisce  true se e solo se esistono valori duplicati nel 
sottovettore A[i..j]

algoritmo ESISTONODUPLICATI( array A[1..n] di int, int i, int j ) → bool
if ( i ≥ j ) then

return false;
else

int m := FLOOR( ( i + j ) / 2 );
return ( A[m] == A[m+1] || ESISTONODUPLICATI(A,i,m) || ESISTONODUPLICATI(A,m+1,j) );

endif

Nel caso in cui il sottovettore A[i..j] sia vuoto o contenga un singolo elemento (cioè quando i ≥ j), l'algoritmo 
restituisce  false, in quanto non possono esistere duplicati. Se il sottovettore contiene più di un elemento, 
l'algoritmo restituisce true se e solo se una delle tre seguenti alternative è vera:

1. I due elementi A[m] e A[m+1] “a cavallo” delle due metà di A[i..j] sono uguali; oppure
2. Esistono duplicati nel sottovettore A[i..m]; oppure
3. Esistono duplicati nel sottovettore A[m+1..j]

In base al Master Theorem, l'algoritmo ha costo  T(n) =  Θ(n).  Qualsiasi algoritmo deve necessariamente 
esaminare tutti gli elementi almeno una volta nel caso peggiore; quindi ogni algoritmo risolutivo per questo 
problema richiederà Ω(n) nel caso peggiore.

Esercizio 5.5

Una inversione in un array V[1..n] di n numeri reali è una coppia di indici i, j tali che i < j e V[i] > V[j]. 
1. Scrivere un algoritmo iterativo che dato un array V calcola il numero di inversioni presenti in V in 

tempo O(n2).
2. Scrivere un algoritmo divide-et-impera che dato un array V calcola il numero di inversioni in tempo 

O(n log n).  Suggerimento: considerare un algoritmo simile a MERGESORT; in particolare, la fase in  

cui si combinano i risultati parziali può essere implementata in modo simile alla operazione merge  

di MERGESORT.

Soluzione.  Iniziamo  proponendo  la  soluzione  meno  efficiente,  richiesta  al  punto  1.  L'idea  è  quella  di 
confrontare tra di loro tutti gli elementi V[i], V[j] con i<j, e contare quanti di loro sono nell'ordine “errato”.

algoritmo CONTAINVERSIONINONEFF( array A[1..n] di double ) → int 
int inv := 0; // numero di inversioni
for i := 1 to n-1 do

69

ricorsiva, si calcolano le posizioni iniziali  d1 e  d2 del secondo e terzo sottovettore, rispettivamente. Fatto 
questo,  il  sottovettore viene implicitamente scomposto in  A[i..d1-1],  A[d1..d2-1] e  A[d2..j],  e l'algoritmo 
invocato  ricorsivamente  su  ogni  parte.  Il  calcolo  di  d1 e  d2 è  fatto  in  modo  tale  da  garantisce  il 
comportamento corretto dell'algoritmo anche quando A[i..j] è composto da 3 oppure 2 elementi.
Il costo computazionale soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

T (n)={ c1 se n≤1
3T (n /3)+c2 altrimenti

che in base al Master Theorem ha soluzione T(n) = Θ(n)

Esercizio 5.4

Si consideri un array  A[1..n] composto da  n numeri interi; l'array  A è ordinato in senso non decrescente. 
Scrivere  un  algoritmo  divide  et  impera per  decidere  se  l'array  contiene  oppure  no  elementi  duplicati. 
Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto. Secondo voi l'algoritmo potrebbe essere reso 
asintoticamente più efficiente?

Soluzione. L'algoritmo  ESISTONODUPLICATI( A, i, j ) restituisce  true se e solo se esistono valori duplicati nel 
sottovettore A[i..j]

algoritmo ESISTONODUPLICATI( array A[1..n] di int, int i, int j ) → bool
if ( i ≥ j ) then

return false;
else

int m := FLOOR( ( i + j ) / 2 );
return ( A[m] == A[m+1] || ESISTONODUPLICATI(A,i,m) || ESISTONODUPLICATI(A,m+1,j) );

endif

Nel caso in cui il sottovettore A[i..j] sia vuoto o contenga un singolo elemento (cioè quando i ≥ j), l'algoritmo 
restituisce  false, in quanto non possono esistere duplicati. Se il sottovettore contiene più di un elemento, 
l'algoritmo restituisce true se e solo se una delle tre seguenti alternative è vera:

1. I due elementi A[m] e A[m+1] “a cavallo” delle due metà di A[i..j] sono uguali; oppure
2. Esistono duplicati nel sottovettore A[i..m]; oppure
3. Esistono duplicati nel sottovettore A[m+1..j]

In base al Master Theorem, l'algoritmo ha costo  T(n) =  Θ(n).  Qualsiasi algoritmo deve necessariamente 
esaminare tutti gli elementi almeno una volta nel caso peggiore; quindi ogni algoritmo risolutivo per questo 
problema richiederà Ω(n) nel caso peggiore.

Esercizio 5.5

Una inversione in un array V[1..n] di n numeri reali è una coppia di indici i, j tali che i < j e V[i] > V[j]. 
1. Scrivere un algoritmo iterativo che dato un array V calcola il numero di inversioni presenti in V in 

tempo O(n2).
2. Scrivere un algoritmo divide-et-impera che dato un array V calcola il numero di inversioni in tempo 

O(n log n).  Suggerimento: considerare un algoritmo simile a MERGESORT; in particolare, la fase in  

cui si combinano i risultati parziali può essere implementata in modo simile alla operazione merge  

di MERGESORT.

Soluzione.  Iniziamo  proponendo  la  soluzione  meno  efficiente,  richiesta  al  punto  1.  L'idea  è  quella  di 
confrontare tra di loro tutti gli elementi V[i], V[j] con i<j, e contare quanti di loro sono nell'ordine “errato”.

algoritmo CONTAINVERSIONINONEFF( array A[1..n] di double ) → int 
int inv := 0; // numero di inversioni
for i := 1 to n-1 do
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6. Greedy
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Esercizio 6.1.1

Capitolo 6: Tecniche Greedy

Esercizio 6.1

Disponiamo di un tubo metallico di lunghezza  L. Da questo tubo vogliamo ottenere al più  n segmenti più 
corti, aventi rispettivamente lunghezza S[1], S[2], …, S[n]. Il tubo viene segato sempre a partire da una delle 
estremità, quindi ogni taglio riduce la sua lunghezza della misura asportata.

1. Scrivere un algoritmo efficiente per determinare il  numero massimo di  segmenti che è possibile 
ottenere. Formalmente, tra tutti  i sottoinsiemi degli  n segmenti la cui lunghezza complessiva sia 
minore o uguale a L, vogliamo determinarne uno con cardinalità massimale.

2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo di cui al punto 1.

Soluzione.  Questo problema si può risolvere con un algoritmo greedy. Ordiniamo le sezioni in senso  non 

decrescente rispetto alla lunghezza, in modo che il segmento 1 abbia lunghezza minima e il segmento  n 

lunghezza massima. Procediamo quindi a segare prima il segmento più corto, poi quello successiva e così via 
finché possibile (cioè fino a quando la lunghezza residua ci consente di ottenere almeno un'altro segmento). 
Lo pseudocodice può essere descritto in questo modo

algoritmo MAXNUMSEZIONI( double L, array S[1..n] di double ) → int
ORDINACRESCENTE(S); 
int i := 1;
while ( i ≤ n && L ≥ S[i] ) do

L := L - S[i]; // diminuisce la lunghezza residua
i := i + 1;

endwhile
return i - 1;

L'operazione di  ordinamento può essere fatta in tempo  Θ(n log  n) usando un algoritmo di  ordinamento 
generico.  Il  successivo ciclo while ha costo O(n) nel  caso peggiore.  Il  costo complessivo dell'algoritmo 
risulta quindi Θ(n log n). 
Si noti che l'algoritmo di cui sopra restituisce l'output corretto sia nel caso in cui gli  n segmenti abbiano 
complessivamente lunghezza minore o uguale a  L,  sia nel  caso opposto in cui  nessuno abbia lunghezza 
minore o uguale a L (in questo caso l'algoritmo restituisce zero).

Esercizio 6.2

Siete stati  assunti alla Microsoft per lavorare alla prossima versione di Word, denominata Word 2030. Il 
problema che dovete risolvere è il seguente. È data una sequenza di n parole, le cui lunghezze (espresse in 
punti tipografici, numeri interi) sono memorizzate nel vettore  w[1], …,  w[n]. È necessario suddividere le 
parole in righe di lunghezza massima massima pari a L punti tipografici, in modo che lo spazio non utilizzato 
in ciascuna riga sia minimo possibile. Tra ogni coppia di parole consecutive posizionate sulla stessa riga 
viene inserito uno spazio che occupa S punti tipografici; nessuno spazio viene inserito dopo l'ultima parola di 
ogni riga. La lunghezza del testo su ogni riga è quindi data dalla somma delle lunghezze delle parole e degli  
spazi di separazione. L è maggiore della lunghezza di ogni singola parola (quindi in ogni riga può sempre 
essere inserita almeno una parola). Non è possibile riordinare le parole, che devono comparire esattamente 
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Esercizio 6.1.2

Capitolo 6: Tecniche Greedy

Esercizio 6.1

Disponiamo di un tubo metallico di lunghezza  L. Da questo tubo vogliamo ottenere al più  n segmenti più 
corti, aventi rispettivamente lunghezza S[1], S[2], …, S[n]. Il tubo viene segato sempre a partire da una delle 
estremità, quindi ogni taglio riduce la sua lunghezza della misura asportata.

1. Scrivere un algoritmo efficiente per determinare il  numero massimo di  segmenti che è possibile 
ottenere. Formalmente, tra tutti  i sottoinsiemi degli  n segmenti la cui lunghezza complessiva sia 
minore o uguale a L, vogliamo determinarne uno con cardinalità massimale.

2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo di cui al punto 1.

Soluzione.  Questo problema si può risolvere con un algoritmo greedy. Ordiniamo le sezioni in senso  non 

decrescente rispetto alla lunghezza, in modo che il segmento 1 abbia lunghezza minima e il segmento  n 

lunghezza massima. Procediamo quindi a segare prima il segmento più corto, poi quello successiva e così via 
finché possibile (cioè fino a quando la lunghezza residua ci consente di ottenere almeno un'altro segmento). 
Lo pseudocodice può essere descritto in questo modo

algoritmo MAXNUMSEZIONI( double L, array S[1..n] di double ) → int
ORDINACRESCENTE(S); 
int i := 1;
while ( i ≤ n && L ≥ S[i] ) do

L := L - S[i]; // diminuisce la lunghezza residua
i := i + 1;

endwhile
return i - 1;

L'operazione di  ordinamento può essere fatta in tempo  Θ(n log  n) usando un algoritmo di  ordinamento 
generico.  Il  successivo ciclo while ha costo O(n) nel  caso peggiore.  Il  costo complessivo dell'algoritmo 
risulta quindi Θ(n log n). 
Si noti che l'algoritmo di cui sopra restituisce l'output corretto sia nel caso in cui gli  n segmenti abbiano 
complessivamente lunghezza minore o uguale a  L,  sia nel  caso opposto in cui  nessuno abbia lunghezza 
minore o uguale a L (in questo caso l'algoritmo restituisce zero).

Esercizio 6.2

Siete stati  assunti alla Microsoft per lavorare alla prossima versione di Word, denominata Word 2030. Il 
problema che dovete risolvere è il seguente. È data una sequenza di n parole, le cui lunghezze (espresse in 
punti tipografici, numeri interi) sono memorizzate nel vettore  w[1], …,  w[n]. È necessario suddividere le 
parole in righe di lunghezza massima massima pari a L punti tipografici, in modo che lo spazio non utilizzato 
in ciascuna riga sia minimo possibile. Tra ogni coppia di parole consecutive posizionate sulla stessa riga 
viene inserito uno spazio che occupa S punti tipografici; nessuno spazio viene inserito dopo l'ultima parola di 
ogni riga. La lunghezza del testo su ogni riga è quindi data dalla somma delle lunghezze delle parole e degli  
spazi di separazione. L è maggiore della lunghezza di ogni singola parola (quindi in ogni riga può sempre 
essere inserita almeno una parola). Non è possibile riordinare le parole, che devono comparire esattamente 

Capitolo 6: Tecniche Greedy

Esercizio 6.1

Disponiamo di un tubo metallico di lunghezza  L. Da questo tubo vogliamo ottenere al più  n segmenti più 
corti, aventi rispettivamente lunghezza S[1], S[2], …, S[n]. Il tubo viene segato sempre a partire da una delle 
estremità, quindi ogni taglio riduce la sua lunghezza della misura asportata.

1. Scrivere un algoritmo efficiente per determinare il  numero massimo di  segmenti che è possibile 
ottenere. Formalmente, tra tutti  i sottoinsiemi degli  n segmenti la cui lunghezza complessiva sia 
minore o uguale a L, vogliamo determinarne uno con cardinalità massimale.

2. Determinare il costo computazionale dell'algoritmo di cui al punto 1.

Soluzione.  Questo problema si può risolvere con un algoritmo greedy. Ordiniamo le sezioni in senso  non 

decrescente rispetto alla lunghezza, in modo che il segmento 1 abbia lunghezza minima e il segmento  n 

lunghezza massima. Procediamo quindi a segare prima il segmento più corto, poi quello successiva e così via 
finché possibile (cioè fino a quando la lunghezza residua ci consente di ottenere almeno un'altro segmento). 
Lo pseudocodice può essere descritto in questo modo

algoritmo MAXNUMSEZIONI( double L, array S[1..n] di double ) → int
ORDINACRESCENTE(S); 
int i := 1;
while ( i ≤ n && L ≥ S[i] ) do

L := L - S[i]; // diminuisce la lunghezza residua
i := i + 1;

endwhile
return i - 1;

L'operazione di  ordinamento può essere fatta in tempo  Θ(n log  n) usando un algoritmo di  ordinamento 
generico.  Il  successivo ciclo while ha costo O(n) nel  caso peggiore.  Il  costo complessivo dell'algoritmo 
risulta quindi Θ(n log n). 
Si noti che l'algoritmo di cui sopra restituisce l'output corretto sia nel caso in cui gli  n segmenti abbiano 
complessivamente lunghezza minore o uguale a  L,  sia nel  caso opposto in cui  nessuno abbia lunghezza 
minore o uguale a L (in questo caso l'algoritmo restituisce zero).

Esercizio 6.2

Siete stati  assunti alla Microsoft per lavorare alla prossima versione di Word, denominata Word 2030. Il 
problema che dovete risolvere è il seguente. È data una sequenza di n parole, le cui lunghezze (espresse in 
punti tipografici, numeri interi) sono memorizzate nel vettore  w[1], …,  w[n]. È necessario suddividere le 
parole in righe di lunghezza massima massima pari a L punti tipografici, in modo che lo spazio non utilizzato 
in ciascuna riga sia minimo possibile. Tra ogni coppia di parole consecutive posizionate sulla stessa riga 
viene inserito uno spazio che occupa S punti tipografici; nessuno spazio viene inserito dopo l'ultima parola di 
ogni riga. La lunghezza del testo su ogni riga è quindi data dalla somma delle lunghezze delle parole e degli  
spazi di separazione. L è maggiore della lunghezza di ogni singola parola (quindi in ogni riga può sempre 
essere inserita almeno una parola). Non è possibile riordinare le parole, che devono comparire esattamente 
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78 Capitolo 6: Tecniche Greedy BOZZA

nell'ordine dato.
1. Scrivere un algoritmo efficiente che, dato in input il vettore w[1], …, w[n], e i valori S e L, stampi 

una suddivisione delle parole che minimizza lo spazio inutilizzato in ciascuna riga. Ad esempio, 
supponendo di avere 15 parole,   l'algoritmo potrebbe stampare la stringa “[1 3][4 8][9 15]” per  
indicare che la prima riga contiene le parole da 1 a 3 (incluse), la seconda le parole da 4 a 8, e la 
terza le parole da 9 a 15.

2. Analizzare il costo computazionale dell'algoritmo proposto.

Soluzione.  È possibile risolvere il problema con un semplice algoritmo greedy: si inseriscono in ciascuna 
riga le parole, nell'ordine indicato, finché non si supera la lunghezza massima consentita. Utilizziamo la  
variabile start per indicare l'indice della prima parola della riga corrente; Lres è la lunghezza residua (ancora  
da riempire) dalla riga corrente.

algoritmo FORMATTAPARAGRAFO( array w[1..n] di int, int S, int L )
int start := 1;
int Lres := L - w[1];
for i := 2 to n do

if ( Lres ≥ S + w[i]) then// aggiungiamo la parola i-esima alla riga corrente
Lres := Lres – S - w[i];

else // iniziamo una nuova riga
print “[“ + start + “ “ + (i-1) + “]”;
start := i;
Lres := L - w[i];

endif
endfor
print “[“ + start + “ “ + n + “]”;

Si noti la stampa effettuata al termine del ciclo “for”, senza la quale l'algoritmo non verrebbero stampate le  
parole dell'ultima riga. Il costo dell'algoritmo  è Θ(n).

Esercizio 6.3

Supponiamo di avere n ≥ 1 oggetti, ciascuno etichettato con un numero da 1 a n;. l'oggetto i-esimo ha peso 
p[i] > 0.  Questi  oggetti  vanno  inseriti  all'interno  di  scatoloni  identici,  disponibili  in  numero  illimitato,  
ciascuno in grado di contenere un numero arbitrario di oggetti purché il loro peso complessivo sia minore o  
uguale a C. Si può assumere che tutti gli oggetti abbiano peso minore o uguale a C. I pesi sono valori reali 
arbitrari.  Vogliamo definire un algoritmo che disponga gli  oggetti  negli  scatoloni  in modo da cercare di  
minimizzare  il numero di scatoloni utilizzati. Questo genere di problema è noto col nome di  bin packing 

problem ed è computazionalmente intrattabile nel caso generale; di conseguenza, ci accontentiamo di un 
algoritmo semplice che produca una soluzione non necessariamente ottima.

1. Scrivere un algoritmo basato sul paradigma greedy che, dato il vettore dei pesi p[1..n] e il valore C, 
restituisce il numero di scatoloni che vengono utilizzati. 

2. Calcolare il costo computazionale dell'algoritmo proposto.

Soluzione. Un algoritmo greedy molto semplice consiste nel considerare tutti gli oggetti, nell'ordine in cui  
sono dati. Per ogni oggetto, si controlla se può essere inserito nello scatolone corrente senza superare il limite 
di peso. Se ciò non è possibile, si prende un nuovo scatolone e lo si inizia a riempire.

algoritmo SCATOLONI( array p[1..n] di double, double C ) → int
int ns := 0; // numero di scatoloni utilizzati
int i := 1;
while ( i ≤ n ) do

ns := ns + 1; // iniziamo a riempire un nuovo scatolone
double Cres := C; // capacità residua dello scatolone corrente
while ( i ≤ n && Cres ≥ p[i] ) do

Cres := Cres – p[i];
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