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1. Notazioni Asintotiche
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Esercizio 1.1.0
Determinare il costo asintotico dell'algoritmo seguente
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Esercizio 1.1

Capitolo 1: Notazioni Asintotiche

Esercizio 1.1

Sia f(n) = n(n+1)/2. Utilizzando la definizione di O( ), dimostrare o confutare le seguenti affermazioni:
1. f(n) = O(n)
2. f(n) = O(n2)

Richiamo teorico. Date due funzioni costo f(n) e g(n), diciamo che f(n) = O(g(n)) se esistono costanti  c > 0 e 
n0 ≥ 0 tali che f(n) ≤ cg(n) per ogni n ≥ n0

Soluzione.  Proviamo a dimostrare se  f(n) = O(n). Per definizione, dobbiamo trovare una costante positiva 
c > 0 tale che per ogni n ≥ n0 si abbia f(n) ≤ cn. Proviamo a sviluppare la disuguaglianza:

n(n+1)
2

≤cn

n+1
2

≤c

Osserviamo  che  non  esiste  nessuna  costante  c che  soddisfi  la  relazione  precedente  per  ogni  n 

sufficientemente grande, quindi l'affermazione f(n) = O(n) è falsa.

Proviamo ora a verificare se f(n) = O(n2). Come prima, cerchiamo una costante c > 0 per cui  f(n) ≤ cn2 per 
ogni n ≥ n0.

n(n+1)
2

≤cn
2

n
2+n

2n
2
≤c

1
2
+

1
2n

≤c

Consideriamo l'ultima disuguaglianza. Per ogni n ≥ 1 possiamo scrivere:

1
2
+

1
2 n

≤
1
2
+

1
2

= c

per cui scegliendo c = 1 e n0 = 1 la relazione è verificata per ogni n ≥ n0. Quindi l'affermazione f(n) = O(n2) è 
vera.

Esercizio 1.2

Si consideri la funzione FUN(n), con n ≥ 1 intero, definita dal seguente algoritmo ricorsivo:
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Esercizio 1.210 Capitolo 1: Notazioni Asintotiche BOZZA

algoritmo FUN( int n ) → int
if (n ≤ 2) then

return n;
else

return FUN(n-1) - 2*FUN(n-2);
endif

1. Determinare un limite inferiore sufficientemente accurato del tempo di esecuzione T(n) 

2. Determinare un limite superiore sufficientemente accurato del tempo di esecuzione T(n) 

Soluzione.  Il tempo di esecuzione  T(n) può essere calcolato come soluzione della seguente equazione di 

ricorrenza:

T (n)={ c
1

sen≤2

T (n−1)+T (n−2)+c
2

altrimenti

con c1 e c2 opportune costanti positive. Per studiare il valore di T(n) è importante osservare che la funzione 

T(n) è monotona crescente, ossia risulta T(n) ≥ T(n - 1). Da questa osservazione possiamo scrivere:

T (n) = T (n−1)+T (n−2)+c
2

≤ 2T (n−1)+c
2

≤ 4T (n−2)+2 c
2
+c

2

≤ 8T (n−3)+4c
2
+2 c

2
+c

2

≤ …

≤ 2
k
T (n−k )+∑

i=0

k−1

2
i
c

2

≤ …

≤ 2
n
T (0)+∑

i=0

n−1

2
i
c

2

= 2
n
c

1
+(2

n−1)c
2

= 2
n(c

1
+c

2
)−c

2

da cui possiamo concludere che T(n) = O(2
n
).

Ragionando in maniera simile, possiamo scrivere

T (n) = T (n−1)+T (n−2)+c
2

≥ 2T (n−2)+c
2

≥ 4T (n−4 )+2c
2
+c

2

≥ 8T (n−6)+4c
2
+2 c

2
+c

2

≥ …

≥ 2
k
T (n−2 k)+∑

i=0

k−1

2
i
c

2

≥ …

≥ 2
⌊ n/2⌋

T (n−2 ⌊n /2 ⌋)+ ∑
i=0

⌊n/2⌋−1

2
i
c

2

= 2
⌊ n/2⌋

c
1
+(2

⌊ n/2⌋−1)c
2

= 2
⌊ n/2⌋(c

1
+c

2
)−c

2

1.Determinare un limite inferiore sufficientemente 
accurato del tempo di esecuzione 

2.Determinare un limite superiore sufficientemente 
accurato del tempo di esecuzione 

T(n)

T(n)

Si consideri la funzione , con  intero, definita dal seguente algoritmo 
ricorsivo:

𝖥𝖴𝖭(n) n ≥ 1
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Esercizio 1.3 Scrivere un algoritmo il cui costo computazionale  sia dato dalla seguente 
relazione di ricorrenza:

T(n)

11

da cui possiamo concludere the T (n)=Ω(2⌊n/ 2⌋) .

Esercizio 1.3

Scrivere un algoritmo il cui costo computazionale T(n) sia dato dalla seguente relazione di ricorrenza:

T (n)={ O(1) se n≤10
nT (n−1)+O (1) altrimenti

dove  n è  un parametro intero positivo passato come input all'algoritmo. Non è richiesto il  calcolo della  
soluzione della  ricorrenza,  né è richiesto che l'algoritmo produca un risultato di  una qualsivoglia  utilità  
pratica.

Soluzione. Un possibile algoritmo è il seguente

algoritmo FUN( int n ) → int
if ( n ≤ 10 ) then

return 1;
else

int a := 0;
for i := 1 to n do

a := a + FUN(n-1);
endfor
return a;

endif

Esercizio 1.4

Supponiamo  di  disporre  di  un  “coprocessore  speciale”  in  grado  di  fondere  due  array  ordinati,  aventi 
complessivamente  n elementi, in tempo  O(√n) . Determinare il costo computazionale dell'algoritmo di 
ordinamento MERGESORT visto a lezione, in cui la fase di fusione dei (sotto-)vettori ordinati viene realizzata  
mediante il coprocessore speciale di cui sopra.

Richiamo teorico. (Master Theorem) L'equazione di ricorrenza:

T (n)={ 1 se n=1

aT ( n

b )+ f (n) se n>1

ha come soluzione:

1 T (n)=Θ(n logb a) se f (n)=O (n logb a−ϵ) per un qualche ε > 0;

2 T (n)=Θ(n logb alog n) se f (n)=Θ(nlogb a)
3 T (n)=Θ( f (n)) se  f (n)=Ω(n logb a+ϵ) per un qualche  ε > 0 e se  af(n/b)  ≤ cn per  c<1 e  n 

sufficientemente grande

Soluzione.  L'equazione di ricorrenza che descrive il costo computazionale di  MERGESORT, nel caso si usi il 
“coprocessore”, è la seguente:

T (n)={ 1 sen≤1
2T (n /2)+√n altrimenti

Applicando  il  Master  Theorem,  con  a = 2, b = 2,  f (n)=√(n) ,  si  ricade  nel  caso  1),  che  ha  come 
soluzione T(n) = Θ(n)
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Esercizio 1.4

11
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Esercizio 1.3
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Esercizio 1.5
12 Capitolo 1: Notazioni Asintotiche BOZZA

Esercizio 1.5

Si consideri il seguente algoritmo ricorsivo:

algoritmo FUN( array A[1..n] di double, int i, int j ) → double
if ( i > j ) then

return 0;
elseif ( i == j ) then

return A[i];
else

int m := FLOOR( ( i + j ) / 2 );
return FUN(A, i, m) + FUN(A, m+1, j);

endif

L'algoritmo accetta come parametri un array  A[1..n] di  n numeri reali  e due interi  i,  j;  l'algoritmo viene 
inizialmente invocato con FUN(A, 1, n) e restituisce un numero reale.

1. Scrivere la relazione di ricorrenza che descrive il costo computazionale di FUN in funzione di n 

2. Risolvere la ricorrenza di cui al punto 1.
3. Cosa calcola FUN(A, 1, n) ? (spiegare a parole)

Soluzione. La funzione FUN calcola la somma dei valori presenti nel vettore A[1..n]. Il costo computazionale 
T(n) soddisfa la seguente equazione di ricorrenza:

T (n)={ c1 se n≤1

2T (n /2)+c2 altrimenti

che, in base al Master Theorem (caso 1, con a = 2, b = 2, f(n) = c2) ha soluzione T(n) = Θ(n)

Esercizio 1.6

Determinare in modo esplicito il costo computazionale del seguente algoritmo ricorsivo:

algoritmo FUN( int n ) → int
if ( n ≤ 1 ) then

return n;
else

int a := 1;
for k := 1 to n do

a := a*2;
endfor
return a + 2*FUN(n/2);

endif

Soluzione. Il costo T(n) soddisfa l'equazione di ricorrenza:

T (n)={ c1 se n≤1

T (n /2)+c2 n altrimenti

che in base al caso 3) del Master Theorem (a = 1, b = 2, f(n) = c2n) ha come soluzione T(n) = Θ(n)

Esercizio 1.7

Si consideri l'algoritmo seguente, che accetta in input un intero positivo n

algoritmo FUN( int n ) → int

12 Capitolo 1: Notazioni Asintotiche BOZZA
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1. Strutture Dati Elementari
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Esercizio 2.0a
Che differenza c’è la LinkedList e ArrayList in Java (come forma e i relativi costi asintotici delle operazioni)



saverio.giallorenzo@gmail.com

Informatica per il Management, UniBoEsercitazioni di Algoritmi e Strutture Dati

13

Esercizio 2.0a
Che differenza c’è la LinkedList e ArrayList in Java (come forma e i relativi costi asintotici delle operazioni)
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Esercizio 2.0b
Considerando un albero binario non bilanciato con  nodi
a) qual’è il costo asintotico dell’operazione di ricerca nel caso pessimo?
b) qual’è il costo asintotico dell’operazione di ricerca nel caso ottimo?

n
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Esercizio 2.1

Capitolo 2: Strutture Dati 
Elementari

Esercizio 2.1

Scrivere un algoritmo efficiente per risolvere il seguente problema: dato un array A[1..n] di n > 0 valori reali, 
restituire true se l'array A rappresenta un min-heap binario, false altrimenti. Calcolare la complessità nel caso 
pessimo e nel caso ottimo dell'algoritmo proposto, motivando le risposte.

Richiamo teorico. Un min-heap è un albero binario in cui ad ogni nodo v è associato un valore v.val. Uno heap 
gode delle seguenti proprità: (1) l'albero è completo fino al penultimo livello; (2) le foglie sono “accatastate” a 
sinistra; (3) il valore associato ad ogni nodo è minore o uguale al valore associato ai figli (se esistono).
È possibile rappresentare uno heap con  n elementi mediante un array  A[1..n], semplicemene memorizzando i 
valori dello heap “per livelli”. L'elemento il cui valore è memorizzato in posizione i nell'array avrà i valori dei 
figli memorizzati negli elementi in posizione 2i e 2i + 1, rispettivamente.

Soluzione. L'algoritmo può essere espresso come segue:

algoritmo CheckMINHEAP( array A[1..n] di double ) → bool
for i := 1 to n do

if ( 2*i ≤ n && A[i] > A[2*i] ) then
return false;

endif
if ( 2*i+1 ≤ n && A[i] > A[2*i+1] ) then

return false;

endif
endfor
return true;

Si noti i controlli  (2*i≤n) e  (2*i+1≤n), che  sono  necessari per essere sicuri che i figli dell'elemento  A[i] 
(rispettivamente  A[2i] e  A[2i + 1]) non cadano fuori dall'array. Se tali controlli sono omessi, l'algoritmo è 
sbagliato in quanto può causare l'indicizzazione di un array al di fuori dei limiti.
Il  caso  pessimo  si  ha  quando  il  ciclo  “for”  viene  eseguito  interamente,  ossia  quando  l'array  A[1..n] 
effettivamente rappresenta un min-heap. In questo caso il costo è O(n).
Il  caso  ottimo si  verifica  quando la  radice  A[1]  risulta  maggiore  di  uno dei  due  figli  (A[2]  o  A[3],  se 
esistono). In questo caso il ciclo “for” esce alla prima iterazione restituendo false, e il costo risulta O(1).

Esercizio 2.2 

Il professor P. Nocchio dichiara di aver inventato una rivoluzionaria struttura dati: i PN-Heap. Un PN-Heap 
supporta le seguenti operazioni, tutte basate unicamente su confronti: creazione di un PN-Heap a partire da 
una collezione di n elementi confrontabili in tempo O(n); individuazione dell'elemento minimo (o massimo) 
in tempo  O(1); rimozione dell'elemento minimo (o massimo) in tempo  O(1).  I costi  sono tutti  nel  caso 
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Esercizio 2.3

18 Capitolo 2: Strutture Dati Elementari BOZZA

pessimo.
Determinare  il  costo  computazionale  di  un  ipotetico  algoritmo  di  ordinamento  PN-HEAPSORT ottenuto 
combinando  HEAPSORT con la struttura dati PN-Heap. Alla luce della risposta alla domanda precedente, vi  
fidate della scoperta del professor P. Nocchio? 

Soluzione. Scriviamo lo pseudocodice di un ipotetico algoritmo di ordinamento PN-HEAPSORT, che è basato 
sullo schema di HEAPSORT ma anziché un normale heap, facciamo uso di un PN-Heap (PH):

algoritmo PN-HEAPSORT( array A[1..n] di double )
H := PN-HEAPIFY(A); // Crea un PN-Heap a partire dall'array A
for i := 1 to n do

A[i] := H.MIN(); // estrae il minimo dal PN-Heap
H.DELETEMIN(); // cancella il minimo dal PN-Heap

endfor

Per ipotesi, la creazione del PN-Heap richiede tempo O(n); il ciclo “for” che segue viene eseguito n volte, e 
ogni iterazione ha costo O(1) (in quanto per ipotesi le operazioni di ricerca del minimo e cancellazione del  
minimo costano entrambe O(1) in un PN-Heap). Quindi il costo del ciclo “for” è complessivamente O(n). 
L'algoritmo PN-HEAPSORT ha costo computazionale complessivo O(n).
Se i PN-Heap funzionassero come dichiarato, l'algoritmo PN-HEAPSORT sarebbe un algoritmo di ordinamento 
basato su confronti che ordina un array di n elementi in tempo O(n). È noto però che tale algoritmo non può 
esistere, in quanto il limite inferiore della complessità del problema dell'ordinamento basato su confronti è 
Ω(n log n). Quindi non c'è da fidarsi del professor P. Nocchio.

Esercizio 2.3

Si consideri un albero binario di ricerca non bilanciato, inizialmente vuoto. Disegnare gli alberi che risultano 
dopo l'inserimento di ciascuna delle seguenti chiavi numeriche: 17, 7, 9, -3, 20, 19, 5, 2, 6.

Richiamo teorico. Un albero binario di ricerca (ABR) è un albero binario in cui a ciascun nodo v è associata una 
chiave  v.key. In un ABR vale la seguente proprietà: per ogni nodo v, tutte le chiavi contenute nel sottoalbero 
sinistro sono minori o uguali a v.key, e tutte le chiavi contenute nel sottoalbero destro sono maggiori o uguali a 
v.key. 

Soluzione. Ci limitiamo a rappresentare l'albero finale ottenuto:

Esercizio 2.4

Si consideri un albero binario B in cui a ciascun nodo t è associata una chiave numerica (reale) t.key. Non ci 
sono chiavi ripetute.

1. Scrivere un algoritmo efficiente che dato in input l'albero  B e due valori reali  a e  b,  con  a < b, 

17

7 20

-3 9 19

5

2 6
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pessimo.
Determinare  il  costo  computazionale  di  un  ipotetico  algoritmo  di  ordinamento  PN-HEAPSORT ottenuto 
combinando  HEAPSORT con la struttura dati PN-Heap. Alla luce della risposta alla domanda precedente, vi  
fidate della scoperta del professor P. Nocchio? 

Soluzione. Scriviamo lo pseudocodice di un ipotetico algoritmo di ordinamento PN-HEAPSORT, che è basato 
sullo schema di HEAPSORT ma anziché un normale heap, facciamo uso di un PN-Heap (PH):

algoritmo PN-HEAPSORT( array A[1..n] di double )
H := PN-HEAPIFY(A); // Crea un PN-Heap a partire dall'array A
for i := 1 to n do

A[i] := H.MIN(); // estrae il minimo dal PN-Heap
H.DELETEMIN(); // cancella il minimo dal PN-Heap

endfor

Per ipotesi, la creazione del PN-Heap richiede tempo O(n); il ciclo “for” che segue viene eseguito n volte, e 
ogni iterazione ha costo O(1) (in quanto per ipotesi le operazioni di ricerca del minimo e cancellazione del  
minimo costano entrambe O(1) in un PN-Heap). Quindi il costo del ciclo “for” è complessivamente O(n). 
L'algoritmo PN-HEAPSORT ha costo computazionale complessivo O(n).
Se i PN-Heap funzionassero come dichiarato, l'algoritmo PN-HEAPSORT sarebbe un algoritmo di ordinamento 
basato su confronti che ordina un array di n elementi in tempo O(n). È noto però che tale algoritmo non può 
esistere, in quanto il limite inferiore della complessità del problema dell'ordinamento basato su confronti è 
Ω(n log n). Quindi non c'è da fidarsi del professor P. Nocchio.

Esercizio 2.3

Si consideri un albero binario di ricerca non bilanciato, inizialmente vuoto. Disegnare gli alberi che risultano 
dopo l'inserimento di ciascuna delle seguenti chiavi numeriche: 17, 7, 9, -3, 20, 19, 5, 2, 6.

Richiamo teorico. Un albero binario di ricerca (ABR) è un albero binario in cui a ciascun nodo v è associata una 
chiave  v.key. In un ABR vale la seguente proprietà: per ogni nodo v, tutte le chiavi contenute nel sottoalbero 
sinistro sono minori o uguali a v.key, e tutte le chiavi contenute nel sottoalbero destro sono maggiori o uguali a 
v.key. 

Soluzione. Ci limitiamo a rappresentare l'albero finale ottenuto:

Esercizio 2.4

Si consideri un albero binario B in cui a ciascun nodo t è associata una chiave numerica (reale) t.key. Non ci 
sono chiavi ripetute.

1. Scrivere un algoritmo efficiente che dato in input l'albero  B e due valori reali  a e  b,  con  a < b, 
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restituisce  true  se  e  solo  se  B rappresenta  un albero  binario  di  ricerca  le  cui  chiavi  siano  tutte 
comprese nell'intervallo [a,  b]. Si noti che è necessario controllare esplicitamente che i valori delle 
chiavi appartengano all'intervallo dato, poiché in generale l'albero  B puo' contere chiavi arbitrarie. 
Non è consentito usare variabili globali.

2. Calcolare il costo computazionale nel caso ottimo e nel caso pessimo dell'algoritmo di cui al punto 1.  
Disegnare un esempio di albero che produce un caso pessimo, e un esempio di albero che produce il  
caso ottimo.

Soluzione. Innanzitutto è utile ricordare che in un ABR i valori del sottoalbero sinistro di un nodo t sono tutti 
minori o uguali a t.key, mentre i valori del sottoalbero destro di t sono tutti maggiori o uguali di t.key. Non è 
quindi sufficiente confrontare t solamente con i propri figli. Una possibile soluzione è la seguente

algoritmo CHECKABR( nodo t, double a, double b ) → bool
// inizialmente t deve essere la radice di B
if ( t == null ) then

return true;
else

return ( a ≤ t.key && t.key ≤ b && 

CHECKABR(t.left, a, t.key) && 
CHECKABR(t.right, t.key, b) );

endif

L'algoritmo ricorsivo verifica che per ogni nodo v valgano le seguenti condizioni:
• a  t.key;
• t.key  b;
• il sottoalbero sinistro è un ABR con chiavi aventi valori in [a, t.key];
• il sottoalbero destro è un ABR con chiavi aventi valori in [t.key, b].

Il costo nel caso ottimo è O(1), e si verifica quando la chiave presente nel figlio sinistro della radice di B  
viola la proprietà di ABR; il costo nel caso pessimo è  Θ(n), dove  n è il numero di nodi dell'albero, e si 
verifica quando B è effettivamente un ABR.

Esercizio 2.5

Si consideri un albero binario di ricerca B, non necessariamente bilanciato, in cui a ciascun nodo t è associata 
una chiave numerica (reale) t.key. Non ci sono chiavi ripetute.

1. Scrivere un algoritmo efficiente che dato in input l'albero  B e due valori reali  a e  b,  con  a < b, 
restituisce il numero di nodi la cui chiave appartiene all'intervallo [a, b] (estremi inclusi)

2. Calcolare il costo computazionale dell'algoritmo di cui al punto 1 nel caso ottimo e nel caso pessimo. 

Soluzione. È possibile risolvere il problema utilzzando lo pseudocodice seguente:

algoritmo CONTANODIAB( nodo t, double a, double b ) → int
if ( t == null ) then

return 0;
else

if ( t.key < a ) then
return CONTANODIAB(t.right, a, b);

elseif ( t.key > b ) then
return CONTANODIAB(t.left, a, b);

else
return 1 + CONTANODIAB(t.left, a, b) + CONTANODIAB(t.right, a, b);

endif
endif

Il caso peggiore si verifica quando tutte le chiavi presenti nell'albero sono comprese nell'intervallo [a, b]; in 
tale  situazione,  l'algoritmo  CONTANODIAB è  sostanzialmente  equivalente  (dal  punto  di  vista  del  costo 
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pessimo.
Determinare  il  costo  computazionale  di  un  ipotetico  algoritmo  di  ordinamento  PN-HEAPSORT ottenuto 
combinando  HEAPSORT con la struttura dati PN-Heap. Alla luce della risposta alla domanda precedente, vi  
fidate della scoperta del professor P. Nocchio? 

Soluzione. Scriviamo lo pseudocodice di un ipotetico algoritmo di ordinamento PN-HEAPSORT, che è basato 
sullo schema di HEAPSORT ma anziché un normale heap, facciamo uso di un PN-Heap (PH):

algoritmo PN-HEAPSORT( array A[1..n] di double )
H := PN-HEAPIFY(A); // Crea un PN-Heap a partire dall'array A
for i := 1 to n do

A[i] := H.MIN(); // estrae il minimo dal PN-Heap
H.DELETEMIN(); // cancella il minimo dal PN-Heap

endfor

Per ipotesi, la creazione del PN-Heap richiede tempo O(n); il ciclo “for” che segue viene eseguito n volte, e 
ogni iterazione ha costo O(1) (in quanto per ipotesi le operazioni di ricerca del minimo e cancellazione del  
minimo costano entrambe O(1) in un PN-Heap). Quindi il costo del ciclo “for” è complessivamente O(n). 
L'algoritmo PN-HEAPSORT ha costo computazionale complessivo O(n).
Se i PN-Heap funzionassero come dichiarato, l'algoritmo PN-HEAPSORT sarebbe un algoritmo di ordinamento 
basato su confronti che ordina un array di n elementi in tempo O(n). È noto però che tale algoritmo non può 
esistere, in quanto il limite inferiore della complessità del problema dell'ordinamento basato su confronti è 
Ω(n log n). Quindi non c'è da fidarsi del professor P. Nocchio.

Esercizio 2.3

Si consideri un albero binario di ricerca non bilanciato, inizialmente vuoto. Disegnare gli alberi che risultano 
dopo l'inserimento di ciascuna delle seguenti chiavi numeriche: 17, 7, 9, -3, 20, 19, 5, 2, 6.

Richiamo teorico. Un albero binario di ricerca (ABR) è un albero binario in cui a ciascun nodo v è associata una 
chiave  v.key. In un ABR vale la seguente proprietà: per ogni nodo v, tutte le chiavi contenute nel sottoalbero 
sinistro sono minori o uguali a v.key, e tutte le chiavi contenute nel sottoalbero destro sono maggiori o uguali a 
v.key. 

Soluzione. Ci limitiamo a rappresentare l'albero finale ottenuto:

Esercizio 2.4

Si consideri un albero binario B in cui a ciascun nodo t è associata una chiave numerica (reale) t.key. Non ci 
sono chiavi ripetute.

1. Scrivere un algoritmo efficiente che dato in input l'albero  B e due valori reali  a e  b,  con  a < b, 
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restituisce  true  se  e  solo  se  B rappresenta  un albero  binario  di  ricerca  le  cui  chiavi  siano  tutte 
comprese nell'intervallo [a,  b]. Si noti che è necessario controllare esplicitamente che i valori delle 
chiavi appartengano all'intervallo dato, poiché in generale l'albero  B puo' contere chiavi arbitrarie. 
Non è consentito usare variabili globali.

2. Calcolare il costo computazionale nel caso ottimo e nel caso pessimo dell'algoritmo di cui al punto 1.  
Disegnare un esempio di albero che produce un caso pessimo, e un esempio di albero che produce il  
caso ottimo.

Soluzione. Innanzitutto è utile ricordare che in un ABR i valori del sottoalbero sinistro di un nodo t sono tutti 
minori o uguali a t.key, mentre i valori del sottoalbero destro di t sono tutti maggiori o uguali di t.key. Non è 
quindi sufficiente confrontare t solamente con i propri figli. Una possibile soluzione è la seguente

algoritmo CHECKABR( nodo t, double a, double b ) → bool
// inizialmente t deve essere la radice di B
if ( t == null ) then

return true;
else

return ( a ≤ t.key && t.key ≤ b && 

CHECKABR(t.left, a, t.key) && 
CHECKABR(t.right, t.key, b) );

endif

L'algoritmo ricorsivo verifica che per ogni nodo v valgano le seguenti condizioni:
• a  t.key;
• t.key  b;
• il sottoalbero sinistro è un ABR con chiavi aventi valori in [a, t.key];
• il sottoalbero destro è un ABR con chiavi aventi valori in [t.key, b].

Il costo nel caso ottimo è O(1), e si verifica quando la chiave presente nel figlio sinistro della radice di B  
viola la proprietà di ABR; il costo nel caso pessimo è  Θ(n), dove  n è il numero di nodi dell'albero, e si 
verifica quando B è effettivamente un ABR.

Esercizio 2.5

Si consideri un albero binario di ricerca B, non necessariamente bilanciato, in cui a ciascun nodo t è associata 
una chiave numerica (reale) t.key. Non ci sono chiavi ripetute.

1. Scrivere un algoritmo efficiente che dato in input l'albero  B e due valori reali  a e  b,  con  a < b, 
restituisce il numero di nodi la cui chiave appartiene all'intervallo [a, b] (estremi inclusi)

2. Calcolare il costo computazionale dell'algoritmo di cui al punto 1 nel caso ottimo e nel caso pessimo. 

Soluzione. È possibile risolvere il problema utilzzando lo pseudocodice seguente:

algoritmo CONTANODIAB( nodo t, double a, double b ) → int
if ( t == null ) then

return 0;
else

if ( t.key < a ) then
return CONTANODIAB(t.right, a, b);

elseif ( t.key > b ) then
return CONTANODIAB(t.left, a, b);

else
return 1 + CONTANODIAB(t.left, a, b) + CONTANODIAB(t.right, a, b);

endif
endif

Il caso peggiore si verifica quando tutte le chiavi presenti nell'albero sono comprese nell'intervallo [a, b]; in 
tale  situazione,  l'algoritmo  CONTANODIAB è  sostanzialmente  equivalente  (dal  punto  di  vista  del  costo 
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restituisce  true  se  e  solo  se  B rappresenta  un albero  binario  di  ricerca  le  cui  chiavi  siano  tutte 
comprese nell'intervallo [a,  b]. Si noti che è necessario controllare esplicitamente che i valori delle 
chiavi appartengano all'intervallo dato, poiché in generale l'albero  B puo' contere chiavi arbitrarie. 
Non è consentito usare variabili globali.

2. Calcolare il costo computazionale nel caso ottimo e nel caso pessimo dell'algoritmo di cui al punto 1.  
Disegnare un esempio di albero che produce un caso pessimo, e un esempio di albero che produce il  
caso ottimo.

Soluzione. Innanzitutto è utile ricordare che in un ABR i valori del sottoalbero sinistro di un nodo t sono tutti 
minori o uguali a t.key, mentre i valori del sottoalbero destro di t sono tutti maggiori o uguali di t.key. Non è 
quindi sufficiente confrontare t solamente con i propri figli. Una possibile soluzione è la seguente

algoritmo CHECKABR( nodo t, double a, double b ) → bool
// inizialmente t deve essere la radice di B
if ( t == null ) then

return true;
else

return ( a ≤ t.key && t.key ≤ b && 

CHECKABR(t.left, a, t.key) && 
CHECKABR(t.right, t.key, b) );

endif

L'algoritmo ricorsivo verifica che per ogni nodo v valgano le seguenti condizioni:
• a  t.key;
• t.key  b;
• il sottoalbero sinistro è un ABR con chiavi aventi valori in [a, t.key];
• il sottoalbero destro è un ABR con chiavi aventi valori in [t.key, b].

Il costo nel caso ottimo è O(1), e si verifica quando la chiave presente nel figlio sinistro della radice di B  
viola la proprietà di ABR; il costo nel caso pessimo è  Θ(n), dove  n è il numero di nodi dell'albero, e si 
verifica quando B è effettivamente un ABR.

Esercizio 2.5

Si consideri un albero binario di ricerca B, non necessariamente bilanciato, in cui a ciascun nodo t è associata 
una chiave numerica (reale) t.key. Non ci sono chiavi ripetute.

1. Scrivere un algoritmo efficiente che dato in input l'albero  B e due valori reali  a e  b,  con  a < b, 
restituisce il numero di nodi la cui chiave appartiene all'intervallo [a, b] (estremi inclusi)

2. Calcolare il costo computazionale dell'algoritmo di cui al punto 1 nel caso ottimo e nel caso pessimo. 

Soluzione. È possibile risolvere il problema utilzzando lo pseudocodice seguente:

algoritmo CONTANODIAB( nodo t, double a, double b ) → int
if ( t == null ) then

return 0;
else

if ( t.key < a ) then
return CONTANODIAB(t.right, a, b);

elseif ( t.key > b ) then
return CONTANODIAB(t.left, a, b);

else
return 1 + CONTANODIAB(t.left, a, b) + CONTANODIAB(t.right, a, b);

endif
endif

Il caso peggiore si verifica quando tutte le chiavi presenti nell'albero sono comprese nell'intervallo [a, b]; in 
tale  situazione,  l'algoritmo  CONTANODIAB è  sostanzialmente  equivalente  (dal  punto  di  vista  del  costo 
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computazionale) ad un algoritmo di visita dell'albero (ogni nodo viene esaminato una volta). Quindi, nel caso  
peggiore l'algoritmo CONTANODIAB ha costo Θ(n), dove n è il numero di nodi dell'albero.
Il caso migliore si verifica ad esempio effettuando la chiamata CONTANODIAB(B, 1, 2) sull'albero B avente la 
struttura seguente:

L'algoritmo termina in tempo O(1), a prescindere dal numero n di nodi dell'albero. Quindi il costo nel caso 
ottimo è O(1).

Esercizio 2.6

Si consideri un albero binario di ricerca non bilanciato, inizialmente vuoto.
1. Disegnare  la  struttura  degli  alberi  risultanti  dopo l'inserimento  di  ognuna  delle  seguenti  chiavi,  

nell'ordine indicato: 20, 3, 37, 30, 1, 15, 25, 32.
2. Disegnare la struttura dell'albero dopo la rimozione del valore 37.

Soluzione. L'albero a sinistra rappresenta la situazione dopo aver inserito tutti  i  valori;  l'albero a destra 
rappresenta la situazione dopo la rimozione del valore 37.

Esercizio 2.7

Si consideri un albero binario T, avente struttura arbitraria, in cui ciascun nodo t contenga un numero reale 
t.val;

1. Scrivere un algoritmo efficiente che, dato in input T, restituisca la somma dei valori contenuti in tutte 
le foglie; se l'albero è vuoto l'algoritmo restituisce zero. È vietato usare variabili globali.

2. Assumendo che l'albero T sia completo e tutte le foglie si trovino sullo stesso livello, determinare 
formalmente il costo computazionale dell'algoritmo in funzione del numero n di nodi.

Soluzione. 

algoritmo SOMMAFOGLIE( nodo t ) → double
if ( t == null ) then

return 0;
elseif ( t.left == null && t.right == null ) then

return t.val;
else
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computazionale) ad un algoritmo di visita dell'albero (ogni nodo viene esaminato una volta). Quindi, nel caso  
peggiore l'algoritmo CONTANODIAB ha costo Θ(n), dove n è il numero di nodi dell'albero.
Il caso migliore si verifica ad esempio effettuando la chiamata CONTANODIAB(B, 1, 2) sull'albero B avente la 
struttura seguente:

L'algoritmo termina in tempo O(1), a prescindere dal numero n di nodi dell'albero. Quindi il costo nel caso 
ottimo è O(1).

Esercizio 2.6

Si consideri un albero binario di ricerca non bilanciato, inizialmente vuoto.
1. Disegnare  la  struttura  degli  alberi  risultanti  dopo l'inserimento  di  ognuna  delle  seguenti  chiavi,  

nell'ordine indicato: 20, 3, 37, 30, 1, 15, 25, 32.
2. Disegnare la struttura dell'albero dopo la rimozione del valore 37.

Soluzione. L'albero a sinistra rappresenta la situazione dopo aver inserito tutti  i  valori;  l'albero a destra 
rappresenta la situazione dopo la rimozione del valore 37.

Esercizio 2.7

Si consideri un albero binario T, avente struttura arbitraria, in cui ciascun nodo t contenga un numero reale 
t.val;

1. Scrivere un algoritmo efficiente che, dato in input T, restituisca la somma dei valori contenuti in tutte 
le foglie; se l'albero è vuoto l'algoritmo restituisce zero. È vietato usare variabili globali.

2. Assumendo che l'albero T sia completo e tutte le foglie si trovino sullo stesso livello, determinare 
formalmente il costo computazionale dell'algoritmo in funzione del numero n di nodi.

Soluzione. 

algoritmo SOMMAFOGLIE( nodo t ) → double
if ( t == null ) then

return 0;
elseif ( t.left == null && t.right == null ) then

return t.val;
else
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